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1. ВВЕДЕНИЕ

В теории автоматов известен замечательный результат Бюхи [4] о
том, что регулярные языки совпадают с языками, определяемыми пред-
ложениями монадической логики второго порядка подходящей сигнату-
ры. Эта теорема установила тесную связь теории автоматов с математи-
ческой логикой и инициировала длинную серию работ по применению
методов теории автоматов в логике и методов логики в теории автома-
тов.

Важным шагом в разработке данного направления стала глубокая
теорема МакНотона и Пейперта [8] о том, что языки, определяемые
предложениями первого порядка — это в точности регулярные “без-
звездные” языки (то есть языки, задаваемые обобщенными регулярны-
ми выражениями без символа ∗). Впоследствии выяснилось, что этот же
класс языков задается формулами линейной временной логики, играю-
щей основную роль в спецификации и верификации систем с конечным
числом состояний.

Работы Бюхи, МакНотона, Пейперта и их многочисленных последо-
вателей показали большую сложность регулярных языков, что привело
к появлению различных классификаций (или иерархий) этих языков.

Теорема МакНотона-Пейперта подсказывает естественную класси-
фикацию языков, индуцируемую традиционной для математической ло-
гики иерархией предложений по числу перемен кванторов в предварен-
ной нормальной форме. В работах [15, 9] показано, что такие иерар-
хии (для предложений подходящих сигнатур), по существу, совпадают
с популярными в теории автоматов иерархиями Бжозовского и Штрау-
бинга. Поэтому изучение этих иерархий представляет интерес как для
логики (точнее, для теории конечных моделей, поскольку здесь рас-
сматривается эквивалентность формул на множестве конечных моделей
соответствующих теорий), так и для теории автоматов.

В данной работе мы предпримем систематическое изучение упомя-
нутых иерархий с точки зрения общей теории иерархий. В частности,
предметом изучения будут хорошо известные в дескриптивной теории
множеств свойства редукции и отделимости. Этот подход оказался по-
лезным при изучении “топологической” классификации регулярных ω-
языков [13], что и привело к новому изложению глубоких результатов

0Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Министерства Обра-
зования Российской Федерации (грант по математике).
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К. Вагнера, а также к ряду новых результатов. Из известных в тео-
рии конечных моделей [5] методов исследования применяется метод игр
Эренфойхта-Фрессе.

Аналогичные вопросы представляют интерес для различных обоб-
щений, например, для ω-языков или R-языков (последние применяют-
ся для анализа поведения так называемых непрерывных автоматов или
гибридных систем [2]). Часть наших результатов переносится и на эти
случаи, хотя систематическое изучение этих вопросов еще впереди.

Оставшаяся часть работы организована следующим образом. Раздел
2 содержит используемые в дальнейшем определения, некоторые вспо-
могательные результаты, необходимые сведения об играх Эренфойхта-
Фрессе, а также нужные результаты из [18]. В разделе 3 полностью
исследованы включения уровней “кванторных” иерархий для наиболее
важных сигнатур, а также уровней разностных иерархий над каждым
уровнем кванторных иерархий. В разделе 4 установлено отсутствие
свойства редукции для всех уровней кванторных иерархий. В разделе 5
установлено, что некоторые уровни обладают свойством отделимости.
В разделе 6 обсуждаются утончения кванторной иерархии в духе [12].

Постановки задач принадлежат В.Л. Селиванову, результаты раз-
дела 5 — А.Г. Щукину, остальные результаты получены авторами сов-
местно.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть A — конечный алфавит, A+ — множество всех конечных слов
ненулевой длины в алфавите A. Языком будем называть любое подмно-
жество множества A+. Пусть ε — пустое слово и A∗ = A+ ∪ {ε}.

Мы будем использовать описание языков с помощью предложений
формальной логики. Если слово рассматривать как конечную линейно
упорядоченную структуру (в подходящей сигнатуре, включающей унар-
ный предикат для каждого символа из алфавита A и бинарный преди-
кат <), то предложения формальной логики первого порядка можно
использовать для описания “беззвездных” языков. (Чтобы охватить все
регулярные языки, надо добавить предложения с монадическими пере-
менными второго порядка.)

Кроме основного алфавита A мы рассмотрим расширенный [9, 14]
алфавит A × 2ν , где ν — конечное множество переменных. Будем на-
зывать ν-структурой слово (a1, U1) . . . (ar, Ur) (расширенного) алфави-
та A × 2ν такое, что множества U1, U2, . . . , Ur попарно не пересека-
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ются и в объединении дают ν. Формулы со свободными переменны-
ми в ν будут выражать свойства ν-структур. Унарные предикаты Qa,
a ∈ A, будем интерпретировать так: w |= Qax тогда и только тогда,
когда w содержит букву вида (a, U), где x ∈ U . Предикат < будет
иметь обычный смысл: w |= x < y тогда и только тогда, когда w =
(a1, U1) . . . (ai, Ui) . . . (aj , Uj) . . . (ar, Ur), где x ∈ Ui, y ∈ Uj , i < j. Пусть
w = (a1, U1) . . . (ar, Ur). Тогда w |= ∃xφ тогда и только тогда, когда для
некоторого i, 1 � i � r, справедливо (a1, U1) . . . (ai, Ui∪{x}) . . . (ar, Ur) |=
φ. Булевы операции интерпретируются естественным образом. Букву
(a, ∅) алфавита A×2ν мы будем отождествлять с буквой a алфавита A.

Если φ — предложение, то φ можно интерпретировать в слове
w ∈ A+, поскольку это слово можно рассматривать как ∅-структуру.
Каждое предложение описывает язык, состоящий из слов, которые удо-
влетворяют этому предложению. Каждому множеству формул соответ-
ствует класс языков, которые можно описать предложениями из этого
множества. Мы будем использовать одни и те же обозначения для мно-
жества формул и для соответствующих классов языков.

Пусть φ — некоторое предложение, тогда формулой φ<x<(x, y) будем
обозначать результат замены в формуле φ каждого вхождения ∃z(. . .)
на ∃z(x < z < y ∧ . . .) и каждого вхождения ∀z(. . .) на ∀z(x < z < y →
. . .) (при этом может потребоваться стандартная в аналогичных случаях
замена некоторых связанных переменных). Эта формула выражает то
же свойство, что и φ, но только для подслова, ограниченного позициями
x и y. Аналогично определяются формулы φ<x(x) и φx<(y).

Пусть класс Sk состоит из языков, которые можно описать предло-
жениями вида ∃x1

1 . . . ∃x1
n1
∀x2

1 . . . ∀x2
n2
. . . Qxk

1 . . .Qx
k
nk
φ, где Q ∈ {∃, ∀},

φ — формула без кванторов. Иерархию языков {Sk}k∈N будем называть
кванторной. (Мы считаем множество натуральных чисел N равным
{1, 2, . . .}.) Очевидно, что Sk ∪ Šk ⊆ Sk+1, где k ∈ N , Šk = {A+\L| L ∈
Sk} — двойственный класс для Sk. Обозначим через Dk,l множество,

состоящее из языков
m⋃

i=1

(L2i−1\L2i), m ∈ N , Li ∈ Sk, 1 � i � l, и Li = ∅,

i > l. Иерархию языков {Dk,l}l∈N будем называть разностной иерархи-
ей над k-ым уровнем кванторной иерархии Sk.

Очевидно, что Dk,l ⊆ Sk+1, k, l ∈ N . Известно [7, 1, 6], что раз-
ностные иерархии над любым классом исчерпывают замыкание этого
класса относительно булевых операций, и для этих иерархий справед-
ливы соотношения: Dk,l+1 = {(A+\L1) ∩ L2| L1 ∈ Dk,l, L2 ∈ Sk} и
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Dk,l ∪ Ďk,l ⊆ Dk,l+1, k, l ∈ N . Разностные иерархии {Dk,l}l∈N над
каждым уровнем Sk, k ∈ N , нетривиальны [18], или, другими слова-
ми, последовательности классов языков {Dk,l}l∈N не стабилизируется:
Dk,l �= Dk,l+1, k, l ∈ N .

Определим индукцией по k множество формул специального вида
класса Sk,r, k � 0, r ∈ N . При r ∈ N множество формул специального
вида класса S0,r состоит из формул без кванторов, которые находят-
ся в дизъюнктивной нормальной форме без повторений элементарных
конъюнкций и без повторений конъюнктивных членов в элементарных
конъюнкциях. При k, r ∈ N формула специального вида класса Sk,r —
это дизъюнкция попарно различных формул вида ∃zk

1∃zk
2 . . .∃zk

p¬φ, где
p � r, φ — формула специального вида класса Sk−1,r. Класс Sk,r со-
стоит из формул, которые эквивалентны формулам специального ви-
да класса Sk,r. (Эквивалентность понимается как равносильность на
ν-структурах. Для формул φ и ψ мы будем писать φ ≡ ψ, если φ и ψ
эквивалентны.) Для каждого k ∈ N классы языков Sk,r, r ∈ N , соответ-
ствующие множествам формул Sk,r, исчерпывают класс Sk. По постро-
ению связанные переменные формул специального вида множества Sk,r

находятся среди zi
1, z

i
2, . . . z

i
r, i � k. Легко проверить, что число фор-

мул специального вида из Sk,r с фиксированным набором свободных
переменных конечно.

Пусть k � 0 и r � 1. Рассмотрим рефлексивные и транзитивные
отношения �k,r на множестве структур [18].
Определение 1.Пусть ν — множество переменных, u и v — ν-струк-

туры. Если из u |= φ следует v |= φ для любой формулы φ ∈ Sk,r со
свободными переменными из ν, то будем писать u �k,r v.

Отметим некоторые свойства этих отношений и характеризацию иг-
рами Эренфойхта-Фрессе. Опишем вариант игры Эренфойхта-Фрессе
Ck,r(u, v) с k раундами. В начале игры имеется две {y1, . . . , ym}-
структуры u и v. В игре участвуют два игрока. Цель первого игрока
— показать, что эти две структуры различны, цель второго — пока-
зать, что они неразличимы. У каждого игрока есть kr фишек, поме-
ченных переменными zj

1, . . . , z
j
r , j = 1, . . . , k. В первом раунде первый

игрок ставит свои фишки zk
1 , . . . , z

k
p , p � r, на буквы структуры u. В ре-

зультате {y1, . . . , ym}-структура u превратится в {y1, . . . , ym, z
k
1 , . . . , z

k
p}-

структуру u′. Второй игрок в ответ на ход первого игрока ставит
свои фишки zk

1 , . . . , z
k
p в другую структуру v. Получается еще одна

{y1, . . . , ym, z
k
1 , . . . , z

k
p}-структура v′. Продолжение этой игры ничем не

8



отличается от игры Ck−1,r(v′, u′). В конце игры получим две структуры
u0 и v0. Считается, что второй игрок выиграл, если для каждой атомар-
ной формулы α, u0 |= α тогда и только тогда, когда v0 |= α. Другими
словами, второй игрок выигрывает, когда u0 �0,r v0 и v0 �0,r u0 для
всех r ∈ N . В любой конкретной игре у одного из игроков есть выиг-
рышная стратегия.
Лемма 1. Пусть u, v — ν-структуры, k � 0, r � 1. Тогда u �k,r v,

если и только если у второго игрока есть выигрышная стратегия в
игре Ck,r(u, v).

Мы будем обозначать конкатенацию двух слов (ν-структур) u и v
через uv или u · v. Если w — слово алфавита A, мы будем использовать
обозначение wn = wn−1 · w, где n � 2, w1 = w.
Лемма 2. Пусть ν — множество переменных, k � 0, r � 1 и u1,

u2, v1, v2, u1u2, v1v2 — ν-структуры. Тогда если u1 �k,r v1 и u2 �k,r v2,
то u1u2 �k,r v1v2.

Введем обозначения: c(0, r) = 1 при всех r ∈ N , c(k, r) = r +
(r + 1)c(k − 1, r) + 1 при k, r ∈ N . Для фиксированных k и r из N
возьмем M = r + 2(r + 1)c(k − 1, r) + 1 и K = M + c(k − 1, r). Введем
операции F и G на множестве A+ так: F (u) = uM , G(u, v) = vKuvK .
Лемма 3. Для любых u, v ∈ A+ из u �k−1,r v следует

F (v) �k,r G(u, v), где k, r ∈ N .
Кроме сигнатуры Σ0 = {<} ∪ {Qa| a ∈ A}, мы будем рассматривать

следующие сигнатуры: Σ′ = Σ0 ∪{S,min,max}, Σ1 = Σ0 ∪{s,min,max},
Σ2 = Σ0∪{p,min,max}, Σ3 = Σ0∪{s, p,min,max} и Σ4 = Σ′∪Σ3. Симво-
лы этих сигнатур интерпретируются так: min, max — первая и послед-
няя позиции в структуре; s(x) — позиция, непосредственно следующая
за x при условии, что x не является последней позицией, и последняя
позиция в противном случае; p(x) — позиция, непосредственно предше-
ствующая x при условии, что x не является первой позицией, и первая
позиция в противном случае; S(x, y) — “y непосредственно следует за
x”.

Если S — некоторый класс языков и φ — предложение сигнатуры Σ4,
которое задает некоторый язык из S, мы будем писать φ ∈ S. Кроме
того, для класса формул S и формулы φ сигнатуры Σ4 мы будем пи-
сать φ ∈ S, если φ эквивалентна некоторой формуле из S. Легко видеть,
что для любой формулы одной из этих сигнатур можно найти эквива-
лентную ей формулу в сигнатуре Σ0. Если Σ — некоторая сигнатура,
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то через Sk(Σ), Sk,r(Σ) и Dk,r(Σ) мы будем обозначать классы, которые
определяются так же, как классы Sk, Sk,r и Dk,r, если вместо сигна-
туры Σ0 взять сигнатуру Σ. Классы Sk(Σ′), Sk,r(Σ′) и Dk,r(Σ′) будем
обозначать через S′

k, S
′
k,r и D′

k,r.
Нетрудно проверить, что кванторные иерархии для сигнатур Σ′, Σ1,

Σ2, Σ3 и Σ4 совпадают. Это вытекает из хорошо известной в логике
[17] процедуры обогащения сигнатуры определимыми предикатными и
функциональными символами; надо только учесть, что S, s, p опреде-
ляются друг через друга формулами очень простого вида. Совпадение
кванторных иерархий объясняет, почему из введенных сигнатур в фор-
мулировках результатов фигурируют только Σ0 и Σ′.

Следующее предложение показывает, что наличие в этих сигнату-
рах констант min и max оказывает влияние только на первый уровень
кванторной иерархии.
Предложение 1. Пусть {<} ⊆ Σ. Тогда Sn(Σ) = Sn(Σ ∪

{min,max}) при n � 2.
Доказательство. Пусть φ ∈ Sn(Σ ∪ {min,max}), n � 2, и перемен-

ные x и y не входят в φ. Построим формулу ψ заменой всех вхождений
min и max в формуле φ на переменные x и y, соответственно. Тогда

∃x∃y(∀z(¬z < x ∧ ¬y < z) ∧ ψ) ≡ φ.

Таким образом, φ ∈ Sn(Σ). �
Рассмотрим отношения �′

k,r, которые определяются так же, как от-
ношения �k,r, но уже для классов S′

k,r. Для сигнатуры Σ′ можно опре-
делить игру Эренфойхта-Фрессе так же, как это было сделано выше. То-
гда для этих отношений и измененого варианта игр Эренфойхта-Фрессе
леммы 1–3 будут также справедливы.

3. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ИЕРАРХИЯМИ

В этом параграфе рассмотрим вопрос о соотношении между раз-
ностными иерархиями для сигнатур Σ0 и Σ′. Вопрос полностью решает
следующая
Теорема 1. Пусть алфавит A содержит не менее двух символов.

Тогда для всех k, l ∈ N справедливы следующие соотношения:
а) D′

k,l � Dk+1,l,
б) D′

k,l �⊆ Ďk+1,l,
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в) Dk,l � D′
k,l,

г) Dk,l �⊆ Ď′
k,l,

д) D′
k,l �= Ď′

k,l,
е) Dk,l �= Ďk,l.
Доказательство. Доказательства пунктов б и г можно провести

способом, который был применен в статье [18]. Поэтому для них мы
приводим только набросок доказательства. Пусть A = {a, b, . . .} и a �= b.

б) Для доказательства этого пункта нам понадобится
Лемма 4. Пусть даны k, l ∈ N и предложения φ2, . . . , φl+1 сигна-

туры Σ4 такие, что для любого r найдется цепочка слов v1, . . . , vl+1

такая, что vi �k,r vi+1 (vi �′
k,r vi+1), vi |= φi, vi−1 �|= φi. Тогда

m∨
j=1

(φ2j ∧ ¬φ2j+1) �∈ Ďk,l (Ď′
k,l), где 2m � l и все φi, i > l + 1, — это

некоторые предложения, ложные на всех ν-структурах.
Доказательство леммы 4 можно извлечь из результатов, изложен-

ных в статье [18]. �
Построим предложения и слова, которые будут удовлетворять усло-

вию леммы 4 для каждого k. Зафиксируем произвольное l � 1. Пред-
ложения φk

2 , . . . , φ
k
l+1 ∈ Sk(Σ4) и соответствующие цепочки слов будем

строить индукцией по k:

φ1
j =

j−1∧
i=0

Qas
i(min) ∧

j−2∧
i=0

si(min) < si+1(min),

φk
j = ∃xk

1 . . . ∃xk
2p

(
2p∧

i=1

Qbx
k
i ∧

p−1∧
i=1

S(xk
i , x

k
i+1)∧

2p−1∧
i=p+1

S(xk
i , x

k
i+1) ∧ xk

p < xk
p+1 ∧ ¬(φk−1

l+3−j)
<x<(xk

p , x
k
p+1)

)
,

где k > 1, p = 2(k − 1), j = 2, 3, . . . , l + 1.
В случае k = 1 возьмем v1

i = ai, i = 1, 2, . . . , l + 1. Предположим
теперь, что k > 1 и на (k − 1)-м шаге мы построили цепочку слов
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vk−1
1 , . . . , vk−1

l+1 . Возьмем

u1
i = bvk−1

i b, i = 1, 2, . . . , l + 1,

uj
i = G(uj−1

i , uj−1
l+3−j), j = 2, 3, . . . , l + 1, i = 1, 2, . . . , l+ 2 − j,

vk
i = F l+1−i(ui

l+2−i), i = 1, . . . , l+ 1.

Применяя лемму 4, заключаем, что ψ =
m∨

j=1

(φk+1
2j ∧¬φk+1

2j+1) �∈ Ďk+1,l. По

построению ψ ∈ D′
k,l, следовательно, D

′
k,l �⊆ Ďk+1,l.

в) Очевидно, что Dk,l ⊆ D′
k,l. Из пункта б следует, что Dk,l �= D′

k,l.
г) Зафиксируем произвольное l � 1. Так же, как в доказательстве

пункта б , строим предложения φk
2 , . . . , φ

k
l+1 ∈ Sk и соответствующие

цепочки слов:

φ1
j = ∃x1

1 . . . ∃x1
j

(
j∧

i=1

Qbx
1
i ∧

j−1∧
i=1

x1
i < x1

i+1

)
,

φk
j = ∃xk

1 . . . ∃xk
2p

(
2p∧

i=1

Qbx
k
i ∧

2p−1∧
i=1

xk
i < xk

i+1∧

∀yk

(p−1∧
i=1

¬(xk
i < yk < xk

i+1) ∧
2p−1∧

i=p+1

¬(xk
i < yk < xk

i+1)
)
∧

¬(φk−1
l+3−j)

<x<(xk
p , x

k
p+1)

)
,

где k > 1, p = 2(k − 1), j = 2, 3, . . . , l + 1. В случае k = 1, возьмем
v1

i = (arb)iar, i = 1, 2, . . . , l + 1. Цепочки слов для k > 1 строим так

же, как в пункте б . Применяя лемму 4, заключаем, что ψ =
m∨

j=1

(φk
2j ∧

¬φk
2j+1) �∈ Ď′

k,l. По построению ψ ∈ Dk,l, следовательно, Dk,l �⊆ Ďk,l.
д) Следует из пунктов в и г.
е) Из пунктов в и г следует, что Dk,l � D′

k,l и Ďk,l �⊆ D′
k,l, следова-

тельно, Dk,l �= Ďk,l.
а) Из пункта г следует, что D′

k,l �= Dk+1,l. Покажем, что
D′

k,l ⊆ Dk+1,l. Достаточно показать, что S′
k ⊆ Sk+1. Возьмем про-

извольную формулу ψ из класса S′
k. Можно считать, что ψ =
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∃x1
1 . . .∃x1

n1
∀x2

1 . . . ∀x2
n2
. . . Qxk

1 . . . Qx
k
nk
φ, где φ — бескванторная форму-

ла сигнатуры Σ′, Q ∈ {∃, ∀}. Поскольку S(x, y) ≡ ∀z¬(x < z < y) ∧ x <
y ∈ Š1, то φ ∈ B(S1) ⊆ S2 ∩ Š2, где B(S1) — замыкание класса S1

относительно булевых операций. Отсюда, ψ ∈ Sk+1. �

4. ПРИНЦИП PЕДУКЦИИ

Как известно, уровни многих аналогов кванторых иерархий в де-
скриптивной теории множеств, теории вычислений и теории автоматов
обладают так называемым свойством редукции (см., например, [12, 13]).
В этом параграфе мы доказываем, что уровни кванторных иерархий не
обладают свойством редукции.
Определение 2. 1) Пусть L,M,L′,M ′ ⊆ A+, L′ ⊆ L, M ′ ⊆ M ,

L′ ∪M ′ = L ∪M и L′ ∩M ′ = ∅. Тогда будем говорить, что L′ и M ′ —
редуцирующие языки для L и M .

2) Говорят, что класс языков S обладает свойством редукции, если
для любых L,M ∈ S существуют редуцирующие языки L′,M ′ ∈ S для
L,M .
Теорема 2. Для любого алфавита, содержащего не менее двух сим-

волов, классы языков Sk, S′
k, Šk и Š′

k, k ∈ N , не обладают свойством
редукции.

Для доказательства теоремы нам понадобится
Лемма 5. Пусть k ∈ N , L,M ∈ Sk и для каждого r ∈ N существу-

ют слова ur, vr, wr и xr такие, что ur �′
k,r wr, vr �′

k,r wr, xr �′
k,r ur,

xr �′
k,r vr, ur ∈ L\M и vr ∈M\L. Тогда классы языков Sk, S′

k, Šk и Š′
k

не обладают свойством редукции.
Доказательство. Предположим, что существуют редуцирующие

языки L′ и M ′ из S′
k для L и M . Тогда ur ∈ L′ и vr ∈ M ′. В силу то-

го, что для достаточно больших r справедливо соотношение ur �′
k,r wr ,

vr �′
k,r wr, получим wr ∈ L′ ∩ M ′, что является противоречием. Та-

ким образом, для языков L,M ∈ Sk нет редуцирующих множеств из
S′

k, следовательно, классы Sk и S′
k не обладают свойством редукции.

Аналогично можно показать, что для языков A+\L,A+\M ∈ Šk нет
редуцирующих множеств из Š′

k, следовательно, классы Šk и Š′
k не об-

ладают свойством редукции. �
Доказательство теоремы 2. Пусть A = {a, b, . . .} и a �= b. Рас-
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смотрим предложения

φ1 = ∃x1∃x2∃x3 x1 < x2 < x3 ∧Qbx1 ∧Qax2 ∧Qbx3,

ψ1 = ∃x1∃x2∃x3 x1 < x2 < x3 ∧Qbx1 ∧Qbx2 ∧Qbx3.

Эти предложения задают языки L1 и M1 из класса S1. Возьмем ur =
arbabar ∈ L1\M1, vr = arbbbar ∈ M1\L1, wr = urvr и xr = ak+1. Ис-
пользуя характеризацию отношений �′

k,r играми Эренфойхта-Фрессе,
нетрудно проверить, что ur �′

k,r wr, vr �′
k,r wr , xr �′

k,r ur, и xr �′
k,r vr .

По лемме 5, классы S1, S′
1, Š1 и Š′

1 не обладают свойством редукции.
Для k > 1 возьмем

uk
r = G1(uk−1

r , wk−1
r )F1(wk−1

r ), vk
r = F1(wk−1

r )G1(vk−1
r , wk−1

r ),

wk
r = G1(uk−1

r , wk−1
r )G1(vk−1

r , wk−1
r ), xk

r = F1(wk−1
r )F1(wk−1

r ),

где u1
r = burb, v1

r = bvrb, w1
r = bwrb, F1(u) = F (bub) и G1(u, v) =

G(bub, bvb), r ∈ N . В силу лемм 2 и 3, ur �′
k,r wr, vr �′

k,r wr, xr �′
k,r ur,

xr �′
k,r vr, для всех k, r ∈ N . Языки Lk+1, Mk+1, k ∈ N , опpеделим так:

w ∈ Lk ⇐⇒ bb . . . b︸ ︷︷ ︸
2k

u bb . . . b︸ ︷︷ ︸
2k

� w, где u �∈Mk−1,

w ∈Mk ⇐⇒ bb . . . b︸ ︷︷ ︸
2k

u bb . . . b︸ ︷︷ ︸
2k

� w, где u �∈ Lk−1.

(Для слов v и w мы пишем v � w, если v является фактором слова w,
т.е. w = u1vu2 для некоторых u1, u2 ∈ A∗.) Тогда Lk,Mk ∈ Sk, k, r ∈ N .
(Формулы из класса Sk для описания языков Lk и Mk можно постро-
ить таким же способом, каким были построены формулы φk

j в пункте г
доказательства теоремы 1.)

Покажем, что uk
r ∈ Lk\Mk и wk

r ∈ Lk, k � 2, индукцией по k. При
k = 2, u2

r = G(b2urb
2, b2wrb

2)F (b2wrb
2), следовательно, b4urb

4 � u2
r. Так

как ur ∈ L1\M1, то u2
r ∈ L2. Аналогично, w2

r ∈ L2. Если b4ub4 � u2
r,

то u = z1b
4z2b

4 . . . zm, где m ∈ N и zi ∈ {ur, wr}. Но тогда u ∈ L1 и,
следовательно, u2

r �∈M2.
Пусть теперь k > 2. По построению, bk+1uk−1

r bk+1 = b2kũrb
2k �

uk
r , где bk−1ũrb

k−1 = uk−1
r . По индуктивному предположению uk−1

r ∈
Lk−1\Mk−1, следовательно, ũr ∈ Lk−1\Mk−1 и uk

r ∈ Lk. Аналогично,
wk

r ∈ Lk. Если b2kub2k � uk
r , то u = z1b

2kz2b
2k . . . zm, где m ∈ N ,
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zi ∈ {ũr, w̃r}, bk−1ũrb
k−1 = uk−1

r и bk−1w̃rb
k−1 = wk−1

r . По индуктив-
ному предположению uk−1

r , wk−1
r ∈ Lk−1, следовательно, ũr, w̃r ∈ Lk−1

и u ∈ Lk−1. Отсюда, uk
r �∈Mk.

Аналогично можно показать, что vk
r ∈ Mk\Lk и wk

r ∈ Mk, k � 2. По
лемме 5, классы Sk, S′

k, Šk и Š′
k, k � 2 не обладают свойством редукции.

�
Замечание. Аналог теоремы 2 можно доказать для случая ω-

языков, состоящих из бесконечных слов. Для этого можно модифици-
ровать наше доказательство теоремы 2. При этом слова ur, vr, wr , xr ,
uk

r , vk
r , wk

r и xk
r , k > 1 из нашего доказательства можно заменить на

ω-слова ura
ω, vra

ω, wra
ω, xra

ω, uk
ra

ω, vk
r a

ω, wk
ra

ω и xk
ra

ω, а ω-языки Lk

и Mk, k ∈ N , определить аналогичным образом.

5. ПРИНЦИП ОТДЕЛИМОСТИ

В этом параграфе рассматривается вопрос о том, какие из уровней
кванторной иерархии обладают свойством отделимости. Напомним со-
ответствующее
Определение 3. 1) Пусть X,Y, Z — языки. Говорят, что X отделя-

ет Y от Z, если Y ⊆ X и X ∩ Z = ∅.
2) Для класса языков S говорят, что имеет место S-отделимость,

если любые два непересекающиеся множества из S отделяются множе-
ством из S ∩ Š.

Как хорошо известно, из S-редукции следует Š-отделимость. Поэто-
му отсутствие отделимости для уровней кванторных иерархий усилива-
ло бы результат раздела 4. Однако оказывается, что некоторые уровни
имеют свойство отделимости.

В предыдущих параграфах рассматривались языки, не содержащие
пустого слова ε, что вполне естественно для используемого логического
подхода. В этом параграфе придется работать с регулярными выра-
жениями, которые задают множества слов, могущих содержать пустое
слово. Этим обстоятельством вызваны некоторые модификации исполь-
зуемых обозначений, в частности IS2(X) (см. ниже). Для M,L ⊆ A∗,
a ∈ A и X ⊆ A пусть LM = {uv| u ∈ L, v ∈ M}, La = {ua| u ∈ L},
aL = {au| u ∈ L}, X+ = {a1a2 . . . ak| k � 1, ai ∈ X}, X∗ = X+ ∪ {ε} и
a+ = {a}+.
Предложение 2. Классы S1 и S′

1 обладают, а классы Š1 и Š′
1 не

обладают (для подходящих алфавитов) свойством отделимости.
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Доказательство. S1-отделимость следует из того, что любые
два непустых языка из S1 имеют непустое пересечение. Докажем
S′

1-отделимость. Пусть L,M ∈ S′
1. Как хорошо известно, любой

язык из S′
1 представим в виде конечного объединения языков вида

w1A
∗w2A

∗ . . . wn, где wi ∈ A∗. Поэтому достаточно рассмотреть слу-
чай, когда L = u1A

∗u2A
∗ . . . un, M = v1A

∗v2A∗ . . . vm, ui, vj ∈ A∗. В
случае, когда n = 1 или m = 1, один из языков попадает в S′

1 ∩ Š′
1.

Пусть n,m > 1. Нетрудно проверить, что если языки L и M не пересе-
каются, то либо u1 �∈ v1A

∗ и v1 �∈ u1A
∗, либо un �∈ A∗vm и vm �∈ A∗un.

Поэтому язык u1A
∗un ∈ S′

1 ∩ Š′
1 отделяет L от M .

Покажем теперь, что Š1 не обладает свойством отделимости. Пусть
A = {a, b, . . .}, a �= b, L = a+ и M = b+. Языки L и M принадлежат
классу Š1, так как они задаются фоpмулами ∀xQax и ∀xQbx. Пpедпо-
ложим, что существует L′ ∈ S′

1 ∩ Š′
1 такой, что L ⊆ L′ и L′ ∩M = ∅.

Тогда a ∈ L′, b ∈ A+\L′ ∈ S′
1 ∩ Š′

1, a �0,r ab и b �0,r ab для всех r ∈ N .
Следовательно, ab ∈ L′ ∩ (A+\L′), пpотивоpечие.

Осталось доказать, что Š′
1 не обладает свойством отделимости.

Пусть A = {a, b, c} и a, b, c попарно различны, L = A∗acA∗ и M =
A∗bcA∗ ∪ A∗a ∪ A∗b ∪ cA∗. Тогда дополнения L и M к этим языкам в
множестве A+ принадлежат классу Š′

1. Так как L ∪M = A+, то L и
M не пересекаются. Предположим, что существует язык L′ из S′

1 ∩ Š′
1

такой, что L ⊆ L′ и L′ ∩M = ∅. Для любого r ∈ N возьмем ur = arcr,
vr = arbcr и wr = arcrarbcr. Тогда ur ∈ M и vr ∈ L, следователь-
но, vr ∈ L′ и ur ∈ L

′
= A+\L′ ∈ S′

1 ∩ Š′
1. Используя характеризацию

отношений �′
1,r играми Эренфойхта-Фрессе, нетрудно убедиться, что

ur �′
1,r wr и vr �′

1,r wr для всех r ∈ N . Тогда для достаточно больших
r, wr ∈ L′ и wr ∈ L

′
, противоречие. �

Следствие 1. Класс языков S1 ∩ Š1 совпадает с {∅, A+}, а класс
S′

1 ∩ Š′
1 состоит из конечных объединений языков вида w1A

∗w2, где
w1, w2 ∈ A∗.
Доказательство. Из того, что любые два непустых языка из S1

имеют непустое пересечение, следует, что S1 ∩ Š1 = {∅, A+}. Нетруд-
но проверить, что класс языков T , состоящих из конечных объедине-
ний языков вида w1A

∗w2, w1, w2 ∈ A∗, замкнут относительно пересе-
чения и дополнения в A+. Возьмем произвольный язык L из S′

1 ∩ Š′
1.

Согласно доказательству предложения 1, L будет отделяться от языка
A+\L некоторым языком L′ из T , и, следовательно, либо L = L′, либо
L = A+\L′ ∈ T . �
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Основным результатом этого параграфа является следующая
Теорема 3. Имеет место S2-отделимость.
Доказательство теоремы будет использовать индукцию по числу

букв в алфавите, поэтому классы Sk, S
′
k, . . . над произвольным задан-

ным алфавитом X мы будем обозначать через Sk(X), S′
k(X), . . ..

Введем обозначение I(X) = {Y ∗| Y ⊆ X}. В соответствии с опре-
делениями из раздела 2, I(X) не является классом языков, так как
множество Y ∗ содержит пустое слово. Для класса языков S и алфавита
X через BX(S) мы будем обозначать замыкание класса S относительно
операций объединения и дополнения в множестве X+. Для любого ал-
фавита X определим класс языков T (X) индукцией по числу символов
в алфавите X . Если X = {a}, то T (X) = BX(S), где S = {{ak}| k ∈ N}.
В случае |X | > 1, T (X) = BX(

⋃
{T (Y )| Y � X} ∪ S), где S состоит из

языков двух видов:

L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1Ln, (1)

где n > 1, Li ∈ T (X\{ai})∪ I(X\{ai}), i < n, Ln ∈ T (Y ) ∪ I(Y ), Y � X ,
и

L1a1L2a2 . . . Lk−1ak−1X
∗akLk+1ak+1 . . . Ln, (2)

где n > 1, k ∈ {1, 2, . . . , n}, Li ∈ T (X\{ai}) ∪ I(X\{ai}), i < k, Li ∈
T (X\{ai−1}) ∪ I(X\{ai−1}), i > k. Обозначим, IT (X) = T (X) ∪ I(X),
IS2(X) = S2(X) ∪ I(X).

Известно [10], что справедлива следующая
Лемма 6. Для любого конечного алфавита X , L ∈ S2(X) тогда и

только тогда, когда L является конечным объединением языков вида

X∗
1a1X

∗
2a2 . . . X

∗
n−1an−1X

∗
n, (3)

где n > 1, Xi ⊆ X . �
Лемма 7. Для любого конечного алфавита X , T (X) ⊆ S2(X) ∩

Š2(X).
Доказательство. Для случая |X | = 1, нетрудно проверить, что

T (X) = S2(X) ∩ Š2(X). Пусть |X | > 1 и T (Y ) ⊆ S2(Y ) ∩ Š2(Y ) для всех
Y � X . Покажем, что L ∈ T (X) влечет L ∈ S2(X) ∩ Š2(X). Достаточно
рассмотреть случай, когда L имеет вид (1) или (2). В силу леммы 6, L
можно представить в виде конечного объединения языков вида (3) и,
следовательно, L ∈ S2(X). Рассмотрим случай, когда L имеет вид (2):

L = L1a1L2a2 . . . Lk−1ak−1X
∗akLk+1ak+1 . . . Ln,
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где n > 1, k ∈ {1, 2, . . . , n}, Li ∈ IT (Xi), i �= k, Xi = X\{ai}, i < k,
Xi = X\{ai−1}, i > k. Каждому Li сопоставим формулу φi из Š2. Если
Li ∈ T (Xi), то Li ∈ Š2(Xi), и существуют предложения из Š2, которые
описывают язык Li. Возьмем в качестве φi одно из таких предложений.
Если Li = Y ∗, ∅ �= Y � X , то возьмем φi = ∀x

∨
a∈Y

Qax, а если Li = ∅∗,

то возьмем φi = ∀x(x < x). Пусть

ψ1(x1, . . . , xn−1) =
n−2∧
i=1

xi < xi+1 ∧
n−1∧
i=1

Qaixi,

ψ2(x1, . . . , xn−1) = φx<
1 (x1) ∧

∧
i∈J

φ<x<
i (xi−1, xi) ∧ φ<x

n (xn−1),

ψ3(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn−1) =

=
∧
i<k

xi � yi ∧
∧
i�k

yi � xi ∧ (
∨
i<k

xi < yi ∨
∨
i�k

yi < xi),

φ = ∃x1 . . . ∃xn−1ψ1(x1, x2, . . . , xn−1)∧
∀x1 . . .∀xn−1(ψ1(x1, x2, . . . , xn−1) → (ψ2(x1, x2, . . . , xn−1)∨

∃y1 . . . ∃yn−1(ψ1(y1, y2, . . . , yn−1) ∧ ψ3(y1, . . . , yn−1, x1, . . . , xn−1)))),

где J = {2, 3, . . . , n−1}\{k}. Тогда предложение φ ∈ Š2 описывает язык
L и, следовательно, L ∈ S(X) ∩ Š(X). Случай, когда L имеет вид (1),
рассматривается аналогично. �
Лемма 8. Пусть X — конечный алфавит. Тогда любой язык L ∈

S2(X) является конечным объединением языков двух видов:

L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1Ln, (4)

где n > 1, Li ∈ IS2(X\{ai}), i < n, Ln ∈ IS2(Y ), Y � X, и

L1a1L2a2 . . . Lk−1ak−1X
∗LkX

∗akLk+1 . . . Ln, (5)

где n � 1, k ∈ {1, 2, . . . , n}, Li ∈ IS2(X\{ai}), i < k, Lk ∈ IS2(X),
Li ∈ IS2(X\{ai−1}), i > k.
Доказательство. Докажем три вспомогательных утверждения:
а) Любой язык L ∈ S2(X) вида Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
k , k > 1 где Yi ⊆ X

можно представить в виде конечного объединения языков трех видов:

L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1Ln, (6)
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где n > 1, Li ∈ IS2(X\{ai}), i < n, Ln ∈ IS2(Y ), Y � X ,

L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1X
∗Ln, (7)

где n > 1, Li ∈ IS2(X\{ai}), i < n, Ln ∈ IS2(X), и

X∗L1, (8)

где L1 ∈ S2(X).
б ) Если в пункте а Yk = X , то язык L можно представить в виде

конечного объединения языков двух видов:

L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1X
∗LnX

∗, (9)

где n > 1, Li ∈ IS2(X\{ai}), i < n, Ln ∈ IS2(X), и

X∗L1X
∗, (10)

где L1 ∈ S2(X).
б ′) Любой язык вида X∗L, где L ∈ S2(X), можно представить в виде

конечного объединения языков двух видов:

X∗L1X
∗a1L2a2 . . . an−1Ln−1anLn,

где n > 1, Li ∈ IS2(X\{ai−1}), i > 1, L1 ∈ IS2(X), и

X∗L1X
∗,

где L1 ∈ S2(X).
Доказательства пунктов а и б проведем одновременно. Достаточно

рассмотреть случай, когда алфавитX является минимальным по вклю-
чению, удовлетворяющим условию L ⊆ X+. Предположим, что пункт а
(пункт б ) не верен. Возьмем минимальное выражение Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
k ,

для которого не существует требуемого представления. (Мы считаем,
что выражение Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
k меньше выражения X∗

1a1X
∗
2a2 . . . X

∗
m,

если k < m или k = m и Yi ⊆ Xi, i � k, причем хотя бы одно вклю-
чение собственное.) Предположим, что существует индекс j0 такой, что
Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
j0 ⊆ (X\{bj0})∗, тогда M = Y ∗

j0+1bj0+1 . . . Y
∗
k �∈ I(X), и

мы можем записать язык Y ∗
j0+1bj0+1 . . . Y

∗
k в виде конечного объеди-

нения
⋃
i

Mi языков вида (6), (7) и (8) (вида (9), (10)). Тогда L =
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⋃
i

(Y ∗
1 b1 . . . Y

∗
j0bj0Mi) — объединение языков вида (6), (7) и (8) (вида (9),

(10)), чего не может быть. Следовательно, такого индекса j0 нет. Тогда
найдется такой номер j1 > 1, что Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
j1−1bj1−1 ⊆ (Yj1\{b})∗,

b ∈ Yj1 . Тогда L = Y ∗
1 b1Y

∗
2 b2 . . . Y

∗
j1−1bj1−1(Yj1\{b})∗bY ∗

j1
bj1 . . . Y

∗
k

⋃
M ,

где M = Y ∗
1 b1Y

∗
2 b2 . . . Y

∗
j1−1bj1−1(Yj1\{b})∗bj1 . . . Y ∗

k . Язык M является
конечным объединением языков вида (6), (7) и (8) (вида (9), (10)) в
силу выбора выражения Y ∗

1 b1Y
∗
2 b2 . . . Y

∗
k . Множество Y ∗

j1bj1 . . . Y
∗
k либо

имеет вид Y ∗, где Y ⊆ X , либо, так же как и M , является конечным
объединением языков вида (6), (7) и (8) (вида (9), (10)). Следовательно,
L тоже можно записать в виде такого объединения. Противоречие.

Пункт б ′ доказывается симметрично пункту б . Утверждение леммы
следует из пунктов а и б ′. �
Лемма 9. Пусть L = X∗

1a1X
∗
2a2 . . .X

∗
n, где n > 1, Xi ⊆ X, i � n,

M ∈ S2(X). Тогда L∩M является конечным объединением языков вида
L1a1L2a2 . . . Ln, где Li ∈ IS2(Xi), i � n.
Доказательство. Пусть, например, L = X∗

1a1X
∗
2a2X

∗
3 ,M = Y ∗

1 bY
∗
2 .

Рассмотрим следующие условия (1)–(5) и соответствующие им языки
M1, . . . ,M5:

(1) b ∈ X1, a1, a2 ∈ Y2, M1 = Z∗
1,1bZ

∗
1,2a1Z

∗
2,2a2Z

∗
3,2,

(2) a1 = b, a2 ∈ Y2, M2 = Z∗
1,1a1Z

∗
2,2a2Z

∗
3,2,

(3) a1 ∈ Y1, b ∈ X2, a2 ∈ Y2, M3 = Z∗
1,1a1Z

∗
2,1bZ

∗
2,2a2Z

∗
3,2,

(4) a1 ∈ Y1, b = a2, M4 = Z∗
1,1a1Z

∗
2,1a2Z

∗
3,2,

(5) a1, a2 ∈ Y1, b ∈ X3, M5 = Z∗
1,1a1Z

∗
2,1a2Z

∗
3,1bZ

∗
3,2,

где Zi,j = Xi ∩ Yj , i, j � 5. Легко проверить, что L ∩ M =⋃
i

{Mi| выполнено условие (i)}. �

Нам будет нужно следующее техническое
Определение 4. Пусть S — класс языков, Y — конечный алфавит.
1) Будем говорить, что S обладает свойством специальной T (Y )-

отделимости, если для любых L,M ∈ S из того, что Y ∗MY ∗ ∩ L = ∅,
следует, что L отделим от Y ∗MY ∗ некоторым языком из T (Y ).

2) Будем говорить, что справедлива специальная S2(Y )-
отделимость, если любые два непересекающиеся множества из
S2(Y ) отделяются множеством из T (Y ).
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Лемма 10. Пусть для алфавита X справедлива специальная
S2(X)-отделимость. Тогда, если L ∈ S2(X), M ∈ IS2(X), L ∩M = ∅,
то существует множество L′ ∈ T (X) такое, что L ⊆ L′, L′ ∩M = ∅.

Доказательство. Если M ∈ S2(X), то требуемое множество суще-
ствует в силу специальной S2(X)-отделимости. Пусть M = Y ∗, Y ⊆ X .
Тогда в качестве L′ можно взять

⋃
{(Y \{a})∗aY ∗| a �∈ Y }. �

Лемма 11. Пусть X — алфавит с n символами и специальная
S2(Y )-отделимость справедлива для всех алфавитов Y с числом сим-
волов меньше n. Тогда класс S2(X) обладает свойством специальной
T (X)-отделимости.
Доказательство. Пусть L,M ∈ S2(X) и X∗MX∗∩L = ∅. Покажем,

что L отделяется отX∗MX∗ некоторым языком из класса T (X). В силу
леммы 8, можно считать, что L имеет вид (4) или (5). Если L имеет вид
(5), то очевидно, что X∗MX∗ ∩ L �= ∅, поэтому

L = L1a1L2a2 . . . Ln−1an−1Ln,

где n > 1, Li ∈ IS2(Xi), i � n, Xi = X\{ai}, i < n, Xn = Y , Y � X .
Возьмем язык

L′ = X∗
1a1X

∗
2a2 . . .X

∗
n−1an−1X

∗
n. (11)

Тогда L ⊆ L′ и L′ ∈ T (X). Если M ′ = X∗MX∗ ∩ L′ = ∅, то языки
L и X∗MX∗ отделяются языком L′. Пусть M ′ �= ∅. В силу леммы 9,
можно считать, что M ′ = M1a1M2a2 . . .Mn, где Mi ∈ IS2(Xi), i � n.
Если Li ∩Mi �= ∅ для всех i, то X∗MX∗ ∩ L �= ∅, следовательно, Lj0 ∩
Mj0 = ∅ для некоторого j0. По условию и лемме 10 существует язык
L′

j0
∈ IT (Xj0) такой, что Lj0 ⊆ L′

j0
и L′

j0
∩ Mj0 = ∅. Но тогда, если

мы в (11) заменим X∗
j0

на L′
j0
, мы получим язык L′′ ∈ T (X) такой, что

L ⊆ L′′ и L′′ ∩X∗MX∗ = ∅. �
Лемма 12. Пусть X — алфавит с n символами и специаль-

ная S2(Y )-отделимость справедлива для всех алфавитов Y с чис-
лом символов меньше n. Тогда, если S2(X) обладает свойством спе-
циальной T (X)-отделимости, то справедлива и специальная S2(X)-
отделимость.
Доказательство. Пусть L,M ∈ S2(X) и L ∩M = ∅. Покажем, что

L отделяется отM некоторым языком из класса T (X). В силу леммы 8,
можно считать, что L имеет вид (4) или (5). Рассмотрим случай, когда
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L имеет вид (5):

L = L1a1L2a2 . . . Lk−1ak−1X
∗LkX

∗akLk+1 . . . Ln,

где n � 1, k ∈ {1, 2, . . . , n}, Li ∈ IS2(Xi), i �= k, Xi = X\{ai}, i < k,
Xi = X\{ai−1}, i > k и Lk ∈ IS2(X). В случае n = 1 мы можем вос-
пользоваться специальной T (X)-отделимостью. Пусть n > 1. Возьмем
язык

L′ = X∗
1a1X

∗
2a2 . . . X

∗
k−1ak−1X

∗akX
∗
k+1 . . .X

∗
n. (12)

Тогда L ⊆ L′, L′ ∈ T (X). Если M ′ = M ∩ L′ = ∅, то языки L и M
отделяются языком L′. Пусть M ′ �= ∅. В силу леммы 9, можно считать,
что M ′ = M1a1M2a2 . . .Mk−1ak−1MkakMk+1 . . .Mn, где Mi ∈ IS2(Xi),
i �= k,Mk ∈ IS2(X). Если Li∩Mi �= ∅ для всех i �= k и X∗LkX

∗∩Mk �= ∅,
то L ∩M �= ∅, поэтому либо Lj0 ∩Mj0 = ∅ для некоторого j0 �= k, либо
X∗LkX

∗ ∩Mk = ∅. В первом случае, по условию и лемме 10 существует
множество L′

j0
∈ IT (Xj0) такое, что Lj0 ⊆ L′

j0
и L′

j0
∩ Mj0 = ∅. Но

тогда, если мы в (12) заменим X∗
j0 на L′

j0 , мы получим язык L′′ ∈ T (X)
такой, что L ⊆ L′′ и L′′ ∩ M = ∅. Пусть теперь X∗LkX

∗ ∩ Mk = ∅.
Если Lk ∈ I(X), то X∗LkX

∗ = X∗ и, следовательно, язык L′ отделяет
L от M . Пусть Lk �∈ I(X). По условию и лемме 10, существует язык
L′

k ∈ T (X) такой, что X∗LkX
∗ ⊆ L′

k и L′
k ∩ Mk = ∅. Но тогда, если

мы в (12) заменим X∗ на L′
k, мы получим язык L′′ ∈ T (X) такой, что

L ⊆ L′′ и L′′ ∩M = ∅. Случай, когда L имеет вид (4), рассматривается
аналогично. �
Доказательство теоремы 3. В случае, когда |X | = 1, нетрудно

проверить, что справедливо равенство S2(X) = T (X), и, следовательно,
выполняется специальная S2(X)-отделимость. Для |X | > 1 специальная
S2(X)-отделимость получается из лемм 11 и 12 индукцией по числу
символов в алфавитеX . Специальная S2(X)-отделимость влечет S2(X)-
отделимость. �

В [10] приведена характеризация языков класса S2 ∩ Š2 в терминах
так называемых недвусмысленных языков. Из доказательства теоремы
вытекает следующее утверждение, дающее более конкретное описание
этого класса.
Следствие 2. Классы T (X) и S2(X)∩ Š2(X) совпадают над любым

алфавитом X .
Доказательство. Пусть X — произвольный алфавит и L ∈ S2(X)∩

Š2(X). Покажем, что L ∈ T (X). Согласно доказательству теоремы

22



справедлива специальная S2(X)-отделимость, следовательно, языки L
и X+\L отделяются некоторым языком M из T (X). Ясно, что L = M
или L = X+\M . Поэтому L ∈ T (X). �

Результаты этого параграфа наводят на мысль, что все классы
Sn, S

′
n обладают, а все классы Šn, Š

′
n не обладают свойством отдели-

мости. В этом парграфе приведены все известные нам к настоящему
времени факты в этом направлении.

6. УТОНЧЕНИЯ

Здесь приведем некоторые замечания о возможных дальнейших (на-
ряду с разностными иерархиями) утончениях кванторных иерархий.
Сначала рассмотрим вопрос о дискретности разностных иерархий.
Предложение 3. 1) Иерархия {D1,n}n дискретна в каждом уровне,

т.е. D1,n+1 ∩ Ď1,n+1 = D1,n ∪ Ď1,n.
2) Пусть алфавит содержит более одного символа. Тогда при лю-

бом k иерархии {Dk+1,n}n и {D′
k,n}n не дискретны ни в каком уровне.

Доказательство. 1) Достаточно доказать, что еслиX �∈ D1,n∪Ď1,n,
то X �∈ D1,n+1 ∩ Ď1,n+1. Согласно [18], из X �∈ D1,n ∪ Ḑ1,n следует, что
существуют альтернирующие цепочки слов u0 ⊆ · · · ⊆ un и v0 ⊆ · · · ⊆
vn длины n для X , начинающиеся как со слова из X , так и со слова,
не принадлежащего X (т.е. u0 ∈ X, v0 �∈ X , ui ∈ X тогда и только
тогда, когда ui+1 �∈ X , и аналогично для второй цепочки). Запись u ⊆ v
означает, как обычно, что v = w1u1 . . . wkukwk+1 для некоторых wi ∈
A∗, где u = u1 . . . uk, uj ∈ A.

Пусть w = unvn, тогда одна из цепочек u0, . . . , un, w и v0, . . . , vn, w
будет альтернирующей цепочкой для X длины n + 1, поэтому X �∈
D1,n+1 или X �∈ Ď1,n+1.

2) Проверим, что при k > 1 включение Dk,n∪Ďk,n ⊂ Dk,n+1∩Ďk,n+1

собственное. Пусть X ∈ Dk,n \ Ďk,n, тогда при любом r существует [18]
альтернирующая �k,r-цепочка для X длины n, начинающаяся со слова,
не принадлежащего X . Пусть Y = aX ∪ (A \ {a})∗X, где a ∈ A. Тогда
для любого r найдутся альтернирующие �k,r-цепочки для Y длины n,
начинающиеся как со слова из Y , так и со слова, не принадлежащего
Y . Поэтому Y �∈ Dk,n ∪ Ďk,n. В то же время легко видеть, что Y ∈
Dk,n+1 ∩ Ďk,n+1, так что язык Y обладает нужными свойствами.
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Второе утверждение из 2) доказывается аналогичной конструкцией.
�

Таким образом, иерархию {D1,n}n утончить (в смысле [12]) невоз-
можно, а для иерархий {Dk+1,n}n имеет смысл поискать естественные
утончения (поскольку в других разделах теории определимости такие
утончения иногда оказываются полезными).

В [11, 12] описано, как с каждой базой L (то есть, с последовательно-
стью классов множеств, упорядоченной по включению так же, как {Sn})
можно связать два естественных утончения — тонкую иерархию и ти-
пизированную булеву иерархию. Пусть {Sα}α<ε0 — тонкая иерархия, а
{t(L)| t ∈ T } — типизированная булева иерархия над базой L = {Sn}
(здесь T — множество булевых термов от переменных vn

k (k, n � 1); пе-
ременные vn

k (k � 1) называются переменными типа n). Напомним, что
t(L) есть множество всех значений терма t, когда переменные vn

k (k � 1)
пробегают множество Sn.

В некоторых интересных случаях [12] тонкая иерархия оказывается
дискретной во всех уровнях. Например [11], кванторная иерархия, опре-
деленная как и выше, только с использованием обычного отношения эк-
вивалентности предложений, является дискретной во всех предельных
уровнях. К сожалению, для иерархии {Sα} зто не так (это следует хотя
бы из известного результата [10] о том, что при любом n включения
B(Sn) ⊂ Sn+1 ∩ Šn+1 собственные).

Вопрос о собственности иерархии {Sα}, т.е. об отсутствии включений
Sα ⊆ Šα для всех α < ε0, пока до конца не ясен. Предварительные ре-
зультаты первого из авторов показывают, что для сигнатуры Σ′ тонкая
иерархия является собственной, а для рассматриваемого здесь случая
сигнатуры Σ0 ответ, по-видимому, зависит от мощности алфавита.

Рассмотрим вопрос о включениях между совокупностями всех клас-
сов тонкой и тиапизированной булевой иерархий. Согласно общему ре-
зультату из [12], если бы для каждого n � 1 один из уровней Sn, Šn

обладал свойством редукции, то эти совокупности были бы одинако-
вы. Однако выше было установлено, что все уровни Sn, Šn не облада-
ют свойством редукции. Следующая теорема решает вопрос о наличии
включений между совокупностями классов тонкой и типизированной
булевой иерархий.
Теорема 4. Если алфавит содержит не менее четырех символов,

то совокупности {Sα, Šα|α < ε0} и {t(L)|t ∈ T } не сравнимы по вклю-
чению.
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Доказательство. Пусть A = {a, b, c, d, . . .} и символы a, b, c, d по-
парно различны. Используем некоторые объекты и обозначения из до-
казаетельства теоремы 5.7 работы [12], где аналогичное утверждение
было доказано для специально построенной базы. Для доказательства
соотношения {t(L)|t ∈ T } �⊆ {Sα, Šα|α < ε0} достаточно найти типизи-
рованные булевы термы t0, t1, t2, для которых классы Ci = ti(L) попар-
но несравнимы по включению.

Пусть x0, x1 — переменные типа 1, y0, y1 — переменные типа 2, и

t0 = (x0 ∩ x1 ∩ y0) ∪ (x0 ∩ x1 ∩ y1), t1 = t0 ∪ (x0 ∩ x1), t2 = t0 ∪ (x0 ∩ x1).

Утверждаем, что эти термы обладают нужным свойством.
Для проверки этого рассмотрим следующие языки: K — множество

слов, содержащих букву a, L0 — множество слов, содержащих букву
c, L1 — множество слов, содержащих букву d, L — множество слов,
содержащих не более одного вхождения буквы a,M = A∗b2Lb2A∗,M0 =
K ∩M , M1 = K ∪M , (так, что M1 = K ∩M). Пусть еще T0 = (L0∩L1∩
M0) ∪ (L0 ∩ L1 ∩M1), T1 = T0 ∪ (L0 ∩ L1), и T2 = T1 ∪ (L0 ∩ L1).

Ясно, что Li ∈ S1 и M,Mi ∈ S2, следовательно Ti ∈ Ci. Поэтому для
доказательства утверждения достаточно проверить, что Ti �∈ Cj при
i �= j.

Заметим сначала, что из [18] следует, что Ti �∈ S2 ∪ Š2 (поскольку
для любого r легко подобрать слова u0 �2,r u1 и v0 �2,r v1 такие, что
u0, v1 �∈ Ti и u1, v0 ∈ Ti).

Проверим, что T0 �∈ C1. Предположим противное:

T0 = (X0 ∩X1 ∩ Y0) ∪ (X0 ∩X1 ∩ Y 1) ∪ (X0 ∩X1) (13)

для некоторых Xi ∈ S1, Yi ∈ S2.
Ясно, что X0, X1 не пусты (в противном случае T0 ∈ S2 ∪ Š2, в про-

тиворечии с доказанным). Рассмотрим слово w = cdu0u1, где u0 ∈ X0, а
u1 ∈ X1. По определению T0, тогда w �∈ T0 (поскольку w ∈ L0∩L1), а из
(13) получаем w ∈ T0 (поскольку w ∈ X0∩X1). Получаем противоречие,
доказывающее, что T0 �∈ C1.

Аналогичным образом проверяются соотношения T1 �∈ C0, T1 �∈ C2 и
T2 �∈ C1.

Проверим теперь, что T0 �∈ C2. Предположим противное, тогда

T0 = (X0 ∩X1 ∩ Y0) ∪ (X0 ∩X1 ∩ Y 1) ∪ (X0 ∩X1), (14)
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где Xi ∈ S1, Yi ∈ S2. Заметим, что a �∈ X0 ∪ X1 (если бы, например,
a ∈ X0, то K ⊆ X0, поэтому K ∩ (X0∩X1∩Y 1) = ∅; но T0 ⊆ K, поэтому
T0 ∩ (X0 ∩X1 ∩ Y 1) = ∅, так что T0 = (X0 ∩X1 ∩ Y0) ∪ (X0 ∩X1) ∈ S2

— противоречие). Но тогда a ∈ T0 согласно (14) и a �∈ T0, поскольку
T0 ⊆ L0 ∪ L1. Полученное противоречие доказывает, что T0 �∈ C2.

Соотношение T2 �∈ C0 доказывается аналогично.
Остается проверить, что {Sα, Šα|α < ε0} �⊆ {t(L)|t ∈ T }. Достаточно

показать, что Sω+1 �= t(L) для любого t ∈ T . Пусть t содержит только
переменные из множества V = {vn

k |n, k � m}. Представим t в виде
t = ∪{tU |U ∈ X}, где X ⊆ P (V ) и tU = (∩{vn

k |vn
k ∈ U})∩(∩{vn

k |vn
k �∈ U}).

Рассмотрим тонкую иерархию {Sα}α<ε0 над базой {Ln}, Ln ⊆ P (P (V )),
определенной в доказательстве теоремы 5.1 из [12].

Схема доказательства соотношения Sω+1 �= t(L) такова: в случае
X �∈ Sω+1 докажем, что t(L) �⊆ Sω+1, а в случае X ∈ Sω+1 — что Sω+1 �⊆
t(L).

Напомним, что класс Sω+1 состоит из языков вида

(X0 ∩ Y0) ∪ (X1 ∩ Y1), (15)

где Xi ∈ S1, Y0, Y 1 ∈ S2, X0 ∩X1 ∩ Y0 = X0 ∩X1 ∩ Y1.
Очевидно, что Sω+1 можно эквивалентным образом определить как

класс языков вида

(X0 ∩X1 ∩ Z0) ∪ (X0 ∩X1 ∩ Z1) ∪ (X0 ∩X1 ∩ Z), (16)

где Xi ∈ S1, Z0, Z1 ∈ S2, Z ∈ S2 ∩ Š2.
(Отметим, что описания (15) и (16) справедливы для класса Sω+1

над любой базой.)
Предположим, что X �∈ Sω+1 и докажем, что тогда t(L) �⊆ Sω+1.

Как и в доказательстве теоремы 5.7 из [12], существуют подмножества
Uα(α ∈ {0, 1}∗, |α| � 2) множества V такие, что Uε �0 U0, U1; Ui �1

Ui0, Ui1 при i ≤ 1; Uε, U0, U00, U10 ∈ X и U1, U01, U11 �∈ X . Из равенства
t = ∪{tU |U ∈ X} следует, что t отделяет tUε ∪ tU0 ∪ tU00 ∪ tU10 от tU1 ∪
tU01 ∪ tU11 .

Пусть L0, L1 и M — языки, определенные в начале доказательства
теоремы. Определим языки Bσ(σ ∈ {0, 1}∗) следующим образом:

Bε = A+, B0 = L0, B1 = L1, B01 = L0 ∩M,B10 = L1 ∩M,Bσ = ∅

для всех остальных σ ∈ {0, 1}∗.
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Положим Xn
k = ∪{Bσ \ (Bσ0 ∪ Bσ1)|vn

k ∈ Uσ}. Тогда, как и в [12],
X = t(Xn

k ) ∈ t(L) и

L0∩L1, L0∩L1∩M,L0∩L1∩M ⊆ X,L0∩L1∩M,L0∩L1∩M ⊆ X. (17)

Для доказательства соотношения t(L) �⊆ Sω+1 достаточно прове-
рить, что X �∈ Sω+1. Предположим противное, тогда X имеет пред-
ставление вида (15). Поскольку L0 ∩ L1 ⊆ X , то a ∈ X ⊆ X0 ∪ X1.
Пусть, например, a ∈ X0, тогда X0 содержит множество K всех слов,
имеющих букву a. Из (15) получаем X ∩ X0 = X0 ∩ Y0 ∈ S2, отку-
да X ∩ K = X0 ∩ Y0 ∩ K ∈ S2. Из определения M легко следует, что
для любого r � 1 существуют слова u, v ∈ K ∩ L0 ∩ L1 такие, что
u �2,r v, u �∈ M и v ∈ M . Из (17) получаем, что u ∈ X ∩K, v �∈ X ∩K.
Но тогда X ∩K �∈ S2 — противоречие.

Остается проверить, что Sω+1 �⊆ t(L) при условии, что X ∈ Sω+1.
Положим X = (L0∩L1∩M)∪ (L0∩L1∩M)∪ (L0∩L1∩Q), где Q = aA∗.

Из (16) следует X ∈ Sω+1, так что достаточно проверить справедли-
вость соотношенияX �∈ t(L). Предположим противное, тогдаX = t(Xn

k )
для подходящих Xn

k ∈ Sn. Поскольку X ∈ Sω+1, X имеет представ-
ление вида (16), только с рукописными X ,Zi,Z ⊆ P (V ). Мы имеем
Z ∈ S2 ∩ Š2, поэтому, согласно утверждению а) в доказательстве тео-
ремы 5.1 из [12], Z ∈ B(S1). Пусть Xi = ∪{tU |U ∈ Xi} и аналогично
для Zi, Z. По утверждению b) в доказательстве теоремы 5.1 из [12],
для языка X получим представление (16), в котором Z ∈ B(S1). Как и
выше, X0 и X1 не пусты. Поскольку Z принадлежит некоторому уров-
ню разностной иерархии над S1, для некоторого слова u будем иметь:
R ⊆ Z или R ⊆ Z, где R = {v|u ⊆ v}. В случае R ⊆ Z для слова
w = acduu0u1 (где ui ∈ Xi) получим w ∈ Q\Z. В случае R ⊆ Z для сло-
ва w = cduu0u1 получим w ∈ Z \Q. В любом случае слово w отличает
X от t(Xn

k ) = (X0∩X1∩Z0)∪(X0∩X1∩Z1)∪(X0∩X1∩Z). Полученное
противоречие доказывает теорему. �
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4. BÜCHI J.R. Weak second-order arithmetic and finite automata // Z. Math. Logik
und Grundl. Math. — 1960. — Vol. 6. — P. 66–92.

5. EBINGHAUS H.D., FLUM J. Finite Model Theory. Springer. — New York, 1995.
6. ЕРШОВ Ю.Л. Об одной иерархии множеств // Алгебра и логика. — 1968. — Т.
7. — С. 15–47.
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